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Der Abstand zweler geometrischer Objekte st die Linge der kirzesten Verbindungslinie
Zwischen den Objekten. Die kizeste VerbindungsLine verliuft entang der Lotgeraden
von einem Obiekt zum anderen. Mit den Mittel der analytischen Geometrie bestimimen
die Schilerinnen und Schiler e Abstinde zwischen Punkten, zwischen Punkt und Ge-
rade bzw. Punkt und Ebene sowie zwischen paralelen bav. windschiefen Geraden und
paralllen Ebenen. Sie wenden die Abstandsberechnung dann 2. B. bel der Berechnung
on Geschwindigkeiten oder bel der Bestimmung von Volumina an. I Ergebnisse kor-
trlleren e Jugendlichen mithilfe eines Krevzwortratsels oder eines Wortgtters.
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Der Abstand zweier geometrischer Objekte ist die Lange der kiirzesten Verbindungslinie
zwischen den Objekten. Die kiirzeste Verbindungslinie verlduft entlang der Lotgeraden
von einem Objekt zum anderen. Mit den Mitteln der analytischen Geometrie bestimmen
die Schiilerinnen und Schiiler die Abstande zwischen Punkten, zwischen Punkt und Ge-
rade bzw. Punkt und Ebene sowie zwischen parallelen bzw. windschiefen Geraden und
parallelen Ebenen. Sie wenden die Abstandsberechnung dann z. B. bei der Berechnung
von Geschwindigkeiten oder bei der Bestimmung von Volumina an. Ihre Ergebnisse kon-
trollieren die Jugendlichen mithilfe eines Kreuzwortratsels oder eines Wortgitters.
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Die Schiilerinnen und Schiiler lernen:

ihre bereits erworbenen Fahigkeiten in der analytischen Geometrie im rdumlichen Koor-
dinatensystem sicher anzuwenden. Die Lernenden untersuchen die Lagebeziehung von
Geraden und Ebenen zueinander und bestimmen den Schnittpunkt zweier Geraden bzw.
dreier Ebenen. Sie lsen Abstandsprobleme geometrischer Objekte mithilfe unterschied-
licher Methoden und berechnen den Fldcheninhalt von Dreiecken sowie das Volumen
von Pyramide und Kegel.

Die Aufgaben férdern eine Vielzahl der Kompetenzen, iiber die die Schilerinnen und
Schiiler in den Bereichen der Analytischen Geometrie vor dem Abitur verfiigen sollten.
Sie eignet sich daher auch gut zur Vorbereitung auf das Abitur



Uberblick:

Legende der Abkurzungen:

Ab = Arbeitsblatt

Info = Informationsblatt

F.1.37

Thema Material Methode
Informationen zur Abstandsberechnung M1 AB, TA, KA
Abstandsberechnungen im Raum | M2 Ab
Abstandsberechnungen im Raum Il M3 Ab

Kompetenzprofil:

Inhalt: Geradengleichung, Ebenengleichung, Lagebeziehung von Geraden
und Ebenen, Schnitt von Geraden bzw. Ebenen, Abstandsbestim-
mung zwischen geometrischen Objekten, Geradenspiegelung, Spur-
punkte und Spurgerade, Volumen Pyramide und Kegel, (Extremwert-
problem)

Medien: GTR/CAS bei einigen Aufgaben

Kompetenzen:  Probleme mathematisch l6sen (K2), mathematische Darstellungen

verwenden (K4), mit symbolischen, formalen und technischen Ele-

menten der Mathematik umgehen (K5)
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Hinweise

Lernvoraussetzungen

Die Lernenden kennen die Zwei-Punkte-Form bzw. Punkt-Richtungs-Form der Geraden-
gleichung sowie die Normal-, Koordinaten- und Parameterform der Ebenengleichung.
Die Bestimmung des Schnittpunktes zweier Geraden bzw. dreier bereiten ihnen keine
Probleme. Die Jugendlichen wissen, welche Eigenschaften bei der Lagebeziehung von
Punkt und Gerade, von Geraden und Ebene bzw. von Ebene zu Ebene erfiillt sein mis-
sen. Die Beziehung zwischen Rechtwinkligkeit zweier Vektoren und dem Skalarprodukt
dieser Vektoren ist bekannt. Sie konnen mit den Methoden der analytischen Geometrie
Abstandsberechnungen (auch mit Parameter) durchfiihren sowie Fldcheninhalte von
Dreiecken und das Volumen von Pyramide oder Kegel bestimmen. Im glinstigen Fall
kennen Sie auch Spurpunkte und Spurgeraden.

Lehrplanbezug:
Im Kernlernplan des Landes Nordrhein-Westfalen
https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplan/47/KLP_GOSt Mathematik.pdf

(aufgerufen am 09.11.2022) finden sich unter anderem folgende Kompetenzerwartun-
gen, die der Beitrag gezielt fordert:

Die Schiilerinnen und Schiiler ...

— stellen Geraden und Strecken in Parameterform dar,

— stellen Ebenen in Koordinaten- und in Parameterform dar,

— untersuchen Lagebeziehungen zwischen Gerade und Ebene bzw. zwischen zwei
Ebenen,

— berechnen Schnittpunkte von Geraden sowie DurchstoSpunkte von Geraden mit
Ebenen,

— deuten das Skalarprodukt geometrisch und berechnen es,

— untersuchen mithilfe des Skalarprodukts geometrische Objekte und Situationen im
Raum (Orthogonalitdt, Ldngenberechnung),

— stellen Ebenen in Normalenform dar,

— bestimmen Abstande zwischen Punkten, Geraden und Ebene.
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Die Inhaltsfelder Analysis und analytische Geometrie sollen laut Kernlehrplan zudem
nicht isoliert nebeneinander, sondern konzeptionell vernetzt z. B. durch (ibergreifende
Konzepte wie den funktionalen Zusammenhang betrachtet werden. So kann die Bestim-
mung des LotfuBpunktes auf die Bestimmung des Minimums zurlickgefiihrt werden.

Methodisch-didaktische Anmerkungen:
Die Arbeitsblatter M2 und M3 konnen Sie unabhdngig voneinander einsetzen. Sie enthal-
ten dhnliche Aufgabenstellungen und unterscheiden sich nur hinsichtlich der Kontroll-
moglichkeit durch das Kreuzwortratsel oder das Wortgitter. Bei der Bearbeitung sollten
die Lernenden einige Aufgaben mit den einzelnen Losungsverfahren per Hand losen,
denn es handelt sich um Aufgaben, die auch im hilfsmittelfreien Teil des Abiturs vor-
kommen konnen. Auf keinem Fall sollten die Jugendlichen die Formel in einen GTR/CAS
einprogrammieren und die Ergebnisse so bestimmen. Insbesondere bei der Bestimmung
des Abstandes eines Punktes von einer Geraden bietet es sich nach der Bearbeitung
an, dass die Lernenden die Losungsverfahren vergleichen. So kann z. B. der Abstand
mithilfe des Minimums ohne Kenntnis des Skalarprodukts und ohne Bestimmung des
LotfuBpunktes ermittelt werden.

Zur Kontrolle mithilfe des Kreuzwortratsels:

Die Ergebnisse konnen die Schiilerinnen und Schiler nach jeder Aufgabe oder nach allen
Aufgaben eintragen. Ergeben sich durch die Eingabe schon Ergebnisse anderer Aufga-
ben, so sind diese zu Uberpriifen.

Zur Arbeit mithilfe des Wortgitters:

Die ausgeschriebenen Zahlen im Wortgitter konnen zuerst in Paar-/Gruppenarbeit ge-
sucht werden. Geschieht dies mithilfe der App ,Abstandsberechnung im Raum I
https://raabe.click/LA-AbstandRaum1

so wird nach der Markierung der ausgeschriebenen Zahl die Aufgabe an-

gezeigt, zu der das Ergebnis gehort. AnschlieRend tiberpriifen die Jugend- [El#fsmta
lichen das Ergebnis dann durch Rechnung. Ebenso kann auch zuerst eine
Rechnung erfolgen und anschliefend das Ergebnis im Wortgitter gesucht und markiert

werden.
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Informationen zur Abstandsberechnung M1

Abstand zweier Punkte
Gegeben sind die Punkte P(p, Ip,Ip;) und
Q(q,lq,lq;). Der Abstand der Punkte P
und Q kann aufgefasst werden als die Lange
der Raumdiagonalen eines Quaders. Die Kan-
ten des Quaders haben die Linge |p, —q,|.
p, —q,| und |p; —qj| [LE].
Mit dem Satz des Pythagoras gilt nun
d =(p,-a,) +(p,-,)" und
D* =d +(p, —qs)2

=(p, _ql)z +(p. _qZ)Z +(ps _qS)Z
bzw. da D eine Lange ist
D=y (p.~0,) +(p,~q,) +(ps—0,)

Abstand eines Punktes zu einer Geraden

Der Abstand eines Punktes P zu einer Ge-
raden g:x=a+r-AB bzw. g:x=a+r-u
entspricht der Ldnge der Lotstrecke vom
Punkt P zum LotfuBpunkt L, wobei L der
Schnittpunkt des auf die Gerade geféllten
Lotes mit der Geraden ist.

dP;g) = dP;L) = P

Hinweis zur Schreibweise: Der Ortsvektor
eines Punktes wird im Beitrag mit seinem
Kleinbuchstaben bezeichnet. Grafiken: Gnther Weber

Beispiel: Punkt P hat den Ortsvektor p .
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Der Abstand zweler geometrischer Objekte st die Linge der kirzesten Verbindungslinie
Zwischen den Objekten. Die kizeste VerbindungsLine verliuft entang der Lotgeraden
von einem Obiekt zum anderen. Mit den Mittel der analytischen Geometrie bestimimen
die Schilerinnen und Schiler e Abstinde zwischen Punkten, zwischen Punkt und Ge-
rade bzw. Punkt und Ebene sowie zwischen paralelen bav. windschiefen Geraden und
paralllen Ebenen. Sie wenden die Abstandsberechnung dann 2. B. bel der Berechnung
on Geschwindigkeiten oder bel der Bestimmung von Volumina an. I Ergebnisse kor-
trlleren e Jugendlichen mithilfe eines Krevzwortratsels oder eines Wortgtters.
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