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Mathematik - Beitrag 82

Teiler, Vielfache und Primzahlen

Gesucht ...! -
Entdeckerauftrage zu Teilern, Vielfachen und Primzahlen

Ein Beitrag von Cornelia Glinther, Oberursel

st 513 801 teilbar durch 9?7 Und ist 53 792 ein

Vielfaches von 8?7 Das herauszufinden — und
zwar ohne zu rechnen - ist erstaunlich ein-
fach. Wie das funktioniert, erfahren lhre Schi-
ler in der vorliegenden Unterrichtseinheit. Im
Rahmen von Such- und Entdeckerauftragen
beschaftigen sie sich zunachst intensiv mit
Vielfachen und Teilern und erkennen Teilbar-
keitsregeln, die sie auf beliebig groRe Zahlen
anwenden konnen. Die Kinder erfahren aul3er-
dem, was es mit den Primzahlen auf sich hat,
und lernen mit dem ,Sieb des Eratosthenes”
ein weiteres Verfahren kennen, das zwar schon
Uber 2 000 Jahre alt ist, aber immer noch ver-
blGfft.

Das Wichtigste auf einen Blick

Aufbau der Unterrichtseinheit

Die Unterrichtseinheit umfasst eine
Sequenz mit folgenden Phasen:

Einstieg: Einmaleinsaufgaben und -spiele
Hinflihrung: Teiler und Vielfache ermitteln

Erarbeitung und Ubung 1: Primzahlen
kennenlernen und ermitteln

Erarbeitung und Ubung 2: Teilbarkeits-
regeln entdecken und anwenden

Abschluss: Lernstandserhebung oder
Spiele

Dauer: ca. 10 Unterrichtsstunden

Klassen: Ende 3 und 4

Lernbereiche: Zahlen und Operationen, Mu-
ster und Strukturen

Kompetenzen: Einmaleins und Grundre-
chenarten bis 1 000 000 anwenden; Rechen-
gesetze (Teilbarkeitsregeln) erkennen, erkla-
ren und anwenden; GesetzmaRigkeiten in
arithmetischen Mustern erkennen und be-
schreiben; Aufgaben gemeinsam bearbei-
ten; uber Losungen reflektieren und kom-
munizieren; mathematische Fachbegriffe
sachgerecht verwenden
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Warum dieses Thema wichtig ist

Die Schulerinnen und Schiiler! befassen sich in dieser Unterrichtseinheit intensiv mit Teilern und
Vielfachen und sichern ihr vorhandenes Wissen zum Einmaleins und zu den Grundrechenarten.

Darliber hinaus lernen sie Teilbarkeitsregeln als Hilfsmittel kennen, um Aussagen zu beliebig
grol3en Zahlen und deren Teilbarkeit zu treffen. Sie mussen dafiir nicht die Einmaleinsreihen der
entsprechenden Zahlen kennen oder schriftlich dividieren. Auch lernschwachere Schiiler konnen
durch das Auswendiglernen der Teilbarkeitsregeln und deren Anwendung Erfolgserlebnisse im
Umgang sogar mit mehrstelligen Zahlen erzielen.

Da sie die Regeln und Gesetzmal3igkeiten der Teilbarkeit eigenstandig und in Form von Rechen-
konferenzen entdecken, Giben die Kinder sich auch im problemlésenden, mathematischen Den-
ken und Argumentieren. Sie reflektieren und kommunizieren mit anderen tber fachliche Inhalte
und Uben gleichzeitig, Fachbegriffe anzuwenden.

Des Weiteren lernen die Schiiler Primzahlen als unzerlegbare Zahlen kennen. Dies dient als Vor-
bereitung auf das 5. Schuljahr mit den Lerninhalten Bruchrechnen und natirliche Zahlen.

T Im weiteren Verlauf wird aus Grinden der besseren Lesbarkeit nur , Schiler” verwendet.

Was Sie zu diesem Thema wissen sollten
Was sind Teiler und Vielfache?

Teiler einer Zahl sind Zahlen, durch die die zu lGberpriifende natirliche Zahl ohne Rest teilbar
ist. Beispiel: 1, 2, 3 und 6 sind Teiler von 6, weil sich 6 ohne Rest durch diese Zahlen teilen lasst.
4 ist dagegen kein Teiler von 6, weil die Aufgabe 6 : 4 den Rest 2 ergibt.

Gemeinsame Teiler zweier Zahlen sind die Zahlen, die sowohl Teiler der einen als auch Teiler
der anderen Zahl sind. Von den gemeinsamen Teilern ist die grof3te Zahl der grol3te gemeinsa-
me Teiler (ggT). Beispiel: Der gro3te gemeinsame Teiler von 8 und 32 ist 8, denn die Teiler von
8sind 1, 2, 4 und 8, die Teiler von 32 sind 1, 2, 4, 8, 16 und 32.

Vielfache sind Zahlen, die sich bei der Multiplikation mit einer Zahl ergeben. Die Schiiler ken-
nen sie als Einmaleinsreihe der jeweiligen Zahl. Beispiel: 24 ist ein Vielfaches von 6 und von 4,
weil 4 - 6 = 24.

Gemeinsame Vielfache sind die Zahlen, die sowohl Vielfache der einen als auch Vielfache der
anderen Zahl sind. Von den gemeinsamen Vielfachen ist die kleinste Zahl das kleinste gemein-
same Vielfache (kgV). Beispiel: von 12 und 15 ist 60 das kgV, denn die Vielfachen von 12 sind
24, 36, 48, 60 und die von 15 sind 30, 45, 60.

Welche Regeln zur Teilbarkeit von Zahlen gibt es?

Es gibt verschiedene Regeln, die es ermoglichen, Aussagen zur Teilbarkeit beliebig grof3er Zah-
len zu treffen bzw. diese auf ihre Richtigkeit zu tGberprifen.

Endstellenregeln:

- Nur gerade Zahlen sind durch 2 (ohne Rest) teilbar, ungerade Zahlen nicht.

— Eine Zahl ist durch 5 (ohne Rest) teilbar, wenn ihre letzte Ziffer eine 5 oder 0 ist.

— Eine Zahl ist durch 4 teilbar, wenn die aus den letzten 2 Ziffern gebildete Zahl durch 4 teilbar ist.
— Eine Zahl ist durch 10 teilbar, wenn ihre letzte Ziffer eine 0 ist.

— Eine Zahl ist durch 8 teilbar, wenn die aus den letzten 3 Ziffern gebildete Zahl durch 8 teilbar ist.

Quersummenregeln:
— Eine Zahl ist durch 3 teilbar, wenn ihre Ziffernsumme (Quersumme) durch 3 teilbar ist.

— Eine Zahl ist durch 9 teilbar, wenn ihre Ziffernsumme (Quersumme) durch 9 teilbar ist.
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Kombinationsregeln:
— Zahlen sind durch 6 teilbar, wenn sie auch durch 2 und 3 teilbar sind.
— Zahlen sind durch 12 teilbar, wenn sie auch durch 3 und 4 teilbar sind.

Was sind Primzahlen und wie kann man sie ermitteln?

Primzahlen sind Zahlen, die genau zwei Teiler haben: 1 und sich selbst. 1 ist keine Primzahl, da
sie nicht zwei verschiedene Teiler hat. 2 ist die einzige gerade Primzahl, da ihre Vielfachen keine
Primzahlen mehr sein kdnnen (sie haben dann schon drei Teiler, namlich 1, 2 und sich selbst).
Beispiel: 13 ist eine Primzahl, weil sie nur zwei Teiler hat, 1 und sich selbst. 14 dagegen hat die
Teiler 1, 2, 7, 14 und ist deshalb keine Primzahl.

In dieser Einheit lernen die Schiler mit dem ,Sieb des Eratosthenes” ein Hilfsmittel kennen,
Primzahlen leicht und sicher zu ermitteln. Dieses Verfahren wird in M 3 naher erlautert.

Wie Sie das Thema vermitteln konnen

— Anhand von Aufgaben zum Ermitteln von Teilern und Vielfachen bestimmter Zahlen festigen
die Schiiler das Einmaleins und die Grundrechenarten.

— Die Schiuler erfahren, wann eine Zahl eine Primzahl ist, und lernen mit der Methode ,Sieb
des Eratosthenes” eine Maoglichkeit kennen, Primzahlen sicher und leicht zu ermitteln.

— Anhand von mehrstelligen Zahlen entdecken die Schiiler in Form von Rechenkonferenzen
eigenstandig Regeln und Gesetzmaligkeiten zur Teilbarkeit von Zahlen. Sie (iben dabei das
gemeinschaftliche Reflektieren und Kommunizieren Giber mathematische Sachverhalte.

— Durch Aufgaben zur Anwendung und Begriindung sichern die Schiiler ihre Erkenntnisse
Uber die Teilbarkeit von Zahlen und erweitern ihre Moglichkeiten, mathematische Prozesse
und GesetzmalRigkeiten zu verbalisieren.

— Im Rahmen der Einheit werden Begriffe wie ,gerade Zahlen” und ,ungerade Zahlen”, ,Tei-
ler”, ,Vielfaches”, ,Primzahl”, ,Endziffer”, ,Quersumme” wiederholt bzw. neu eingefiihrt
und angewandt.

Welche weiteren Medien Sie nutzen konnen

Enzensberger, Hans Magnus: Der Zahlenteufel. Ein Kopfkissenbuch fiir alle, die Angst vor der
Mathematik haben. Hanser Verlag, Miinchen 1997.

Dahl, Kristin und Nordqvist, Sven: Zahlen, Spiralen und magische Quadrate. Mathe fir jeden.
Oetinger Verlag, Hamburg 2007.

Fir Schiler, die sich gern mit mathematischen Zusammenhangen befassen (oder auch als Tipp
fur Eltern), sind die beiden o. g. Kinderbulcher als weiterfiihrende oder erganzende Lektire
geeignet. Sie konnen sie auch in der Leseecke des Klassenraums oder in der Schiilerblicherei
bereitstellen. In den Blichern finden sich auch die in dieser Einheit behandelten Themen etwa
ein Kapitel tGber die Primzahlen.

www.primzahlen.de

Auf dieser Internetseite gibt es hilfreiche Informationen fiir Erwachsene. Hier werden die in der
Einheit eingesetzte Methode des Siebes des Eratosthenes und andere Testverfahren vorge-
stellt. Es lasst sich auch automatisch priifen, ob eine Zahl eine Primzahl ist, oder ein Generator
zur Erstellung von Primzahlenlisten nutzen.
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Verlaufsiibersicht

Die Schiiler lernen Primzahlen und das ,Siebverfahren” zu deren Ermittlung kennen. Sie ent-
decken GesetzmaRigkeiten und Regeln der Teilbarkeit von Zahlen und wenden diese an.

Material Verlauf Checkliste
Einstieg: ggf. Spiele aus M 14
— Einmaleinsaufgaben oder -spiele fir die gesamte Einheit Hun-
_ Die Begriffe ,Teiler” und ,Vielfache” wieder- de”erf‘:"ifz- B. auls_,'V' 15)
holen bzw. neu einfiihren (UG) und 9gt. osungsblatter
bereitstellen
Hinflihrung:
M1 — Teiler ermitteln (EA) M 1, M 2 im Klassensatz
M 2 — Vielfache ermitteln und im Hunderterfeld far- kopieren
big kennzeichnen (EA)
Erarbeitung und Ubung 1: Primzahlen
M3, M4 — Primzahlen und die ,Siebmethode” kennen- | M 3 im Klassensatz kopieren
lernen; die Primzahlen bis 100 ermitteln (EA,
LV)
M 5 — Die Primzahlen bis 100 wiederholen und zu | M 5 im Klassensatz kopieren
einem Bild verbinden (EA)
Erarbeitung und Ubung 2: Teilbarkeitsregeln
M 6 — Teilerliste der Zahlen von 1 bis 50 erstellen; | M 6-M 8 im Klassensatz
teilerreichste Zahlen (36, 48) entdecken (EA) | kopieren
M 7 — Den groRten gemeinsamen Teiler zweier
Zahlen ermitteln (EA)
M 8 — Das kleinste gemeinsame Vielfache zweier
Zahlen ermitteln (EA)
M9, M 10 | — Teilbarkeitsregeln eigenstandig entdecken | M 9 fir alle oder fiir Grup-
(GA) und in Form von Merkkasten sichern | pen kopieren; Merkkasten
(EA) aus M 10 auf Tafel Gbertra-
gen oder im Klassensatz
kopieren
M 11, M 12 | — Teilbarkeitsregeln anwenden und begriinden | M 11, M 12 im
(EA) Klassensatz kopieren
M 13, M 14| Abschluss: Lernstandserhebung und/oder Spie- | M 13 im Klassensatz kopie-
le zum Erarbeiteten (EA, GA) ren
Dauer: ca. 10 Unterrichtsstunden

Hinweise zu den Materialien M 1 bis M 15

Einstieg: Es bietet sich an, mit einigen Einmaleinsaufgaben oder -spielen anzufangen. Nutzen Sie
bereits bekannte und eingefiihrte Spiele oder greifen Sie auf M 14 zurlick.

Kindigen Sie den Schilern an, dass sie verschiedene Entdeckerauftrage bekommen, die sie im
Laufe der Einheit ausfiihren sollen. Hierfiir erhalten bzw. erarbeiten sie sich vorab diverse Regeln.

Anschlielend wiederholen Sie entweder die Begriffe ,Teiler” und ,Vielfache” oder Sie fiihren
sie neu ein. Erklaren Sie: ,Teiler einer Zahl sind Zahlen, durch die du die Zahl ohne Rest teilen
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kannst.” Sammeln Sie gemeinsam einige Beispiele an der Tafel (z. B. die Teiler von 12, 15, 24).
Erklaren Sie dann im nachsten Schritt: ,Vielfache einer Zahl entstehen, wenn du die Zahl multi-
plizierst. Du kennst sie aus den Einmaleinsreihen.” AnschlieBend verteilen Sie die Arbeitsblatter
M1 und M 2.

M 1 verdeutlicht, was ein ,Teiler” ist. Anhand von Beispielen und Aufgaben zu den Einmaleinsrei-
hen wenden die Schiler den Begriff an und sichern ihn. Sie sollen erkennen, ob Aussagen nach
dem Format ,Ist Teiler” oder ,Hat Teiler” richtig oder falsch sind.

Differenzierung: Leistungsstarke Schiiler vergleichen ihre Arbeitsblatter miteinander und sam-
meln dann selbst in Partner- oder Einzelarbeit weitere Beispiele fiir Teiler.

M 2: Anhand dieses Materials wird — wieder mit Verweis auf das Einmaleins — der Begriff ,Vielfa-
ches” verdeutlicht und angewendet. Die Schiiler sollen Vielfache von gegebenen Zahlen finden.

Hinweis: Am Ende des Beitrags in M 15 sowie auf der beiliegenden CD 51 finden Sie eine veran-
derbare Vorlage fiir das Hunderterfeld, das Sie hier zur Darstellung von Teilern und Vielfachen,
aber auch an anderer Stelle der Einheit verwenden konnen. Kopieren Sie das Hunderterfeld auf
Folie und/oder als Arbeitsblatt fiir jedes Kind.

Differenzierung: Bei Aufgabe 2 und 3 in M 2 sollte den Schiilern auffallen, dass die Vielfachen
von 4 auch gleichzeitig die Vielfachen von 2 sind. Alle Zahlen die durch 4 teilbar sind, sind auch
gleichzeitig durch 2 teilbar. Vielleicht bemerken die Kinder auch, dass es sich bei allen Vielfachen
von 2 und 4 um gerade Zahlen handelt.

Wiederholen Sie nach der Bearbeitung von M 2 die Begriffe ,gerade Zahlen” und ,ungerade
Zahlen” und halten Sie die Teilbarkeitsregel zur Zahl 2 fest: Nur gerade Zahlen sind durch 2
(ohne Rest) teilbar, ungerade Zahlen nicht. Schreiben Sie beispielhaft einige Zahlen an die Tafel
und lassen Sie die Schiiler prifen, ob diese Regel immer gilt, egal wie viele Stellen die Zahl hat.
Zur Uberpriifung kann eine mehrstellige Zahl exemplarisch schriftlich dividiert und die Probe
gerechnet werden.

Um zu den Primzahlen (iberzuleiten, fordern Sie die Kinder nun auf, die ungeraden Zahlen zu be-
trachten und zu lberlegen, wie viele Teiler diese mindestens haben. Die Schiiler konnen dies in
Kleingruppen in Form einer Rechenkonferenz besprechen und werden darauf kommen, dass alle
Zahlen mindestens durch sich selbst und durch 1 teilbar sind, also zwei Teiler haben. Lassen Sie
die Schiiler nun Zahlen finden, die genau zwei Teiler haben.

Anschlieliend prasentieren die Schiiler ihre Ergebnisse der Klasse. Vielleicht kennen einige Kin-
der den Begriff ,Primzahl” schon, lassen Sie sie erklaren, worum es sich dabei handelt. Ansons-
ten erlautern Sie selbst: ,Primzahlen nennt man Zahlen, die nur durch 1 und sich selbst teilbar
sind. 2 ist die kleinste Primzahl.” Halten Sie die Definition auf einem Plakat, in einem Merkkasten
o. A. fest.

Lassen Sie die Schiiler zunachst selbst einige Beispiele fiir Primzahlen finden und merken Sie an,
dass das — insbesondere bei groReren Zahlen — recht zeitaufwendig ist. Stellen Sie anschlieBend
die Methode nach dem ,Sieb des Eratosthenes” vor.

M 3 definiert, was Primzahlen sind, und leitet dazu an, nach der Methode des Eratosthenes die
Primzahlen von 1 bis 100 herauszufinden. Je nach Lernstand der Klasse erfolgt diese Primzah-
lensuche entweder komplett oder mit den ersten Zahlen und anschlieBend in Einzelarbeit auf
M 3; oder aber Sie lassen die Schiler das Material von Anfang an eigenstandig, evtl. mit einem
Partner, bearbeiten. Vergleichen bzw. priifen Sie auf jeden Fall die ermittelten Primzahlen bis 100.

Differenzierung: In leistungsstarkeren Klassen konnen Sie die Schiiler eine Erklarung dafir fin-
den lassen, warum die 1 keine Primzahl ist.

Tipp: Die Vorlage fiir das Hunderterfeld aus M 15 kdnnen Sie einsetzen, um die Primzahlen ,her-
aussieben” zu lassen. Kopieren Sie die Vorlage auf Folie und/oder fiir jeden Schiiler.

M 4: Erganzend konnen Sie den kleinen Text liber Eratosthenes und seine Methode vorlesen.

M 5: Das Arbeitsblatt bietet eine spielerische Wiederholung der Primzahlen von 1 bis 100. Die
Schiiler erhalten als Losung das Bild einer Maus, wenn sie die Primzahlen herausfinden und mit-
einander verbinden. M 5 eignet sich auch als Hausaufgabe.
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M 6: Indem die Schiiler eine Teilerliste der Zahlen von 1 bis 50 erstellen, wiederholen sie Prim-
zahlen und Teiler von Zahlen. Diese bendtigen sie im weiteren Verlauf der Einheit zur Ermittlung
des grol3ten bzw. gemeinsamen Teilers.

M 7: Hier wird erklart, wie man den grof3ten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen ermittelt. Das
Verfahren wird anschlieRend angewendet und gelibt.

Differenzierung: Schwachere Schiiler kdnnen zur Bearbeitung von M 7 die bereits erarbeitete
Teilerliste zu Hilfe nehmen, starkere Schiler arbeiten ohne die Liste bzw. nutzen diese zum Ver-
gleichen ihrer Ergebnisse nach Fertigstellung des Arbeitsblattes.

M 8: Methodisch ahnlich wie in M 7 sollen die Schiiler hier kleinste gemeinsame Vielfache finden.

Nach dieser Vorarbeit zu Teilern und Vielfachen leiten Sie zu den Teilbarkeitsregeln Uber, indem
Sie ein Beispiel nennen, etwa: ,Die Zahl 8 115 ist durch 3 teilbar. Das kann ich herausfinden, ohne
zu rechnen.” Lassen Sie die Schiler diese Behauptung in Form einer Rechenkonferenz tberprifen.

M 9: Ebenfalls in Rechenkonferenzen behandeln Sie im weiteren Unterrichtsverlauf die von Ihnen
ausgewahlten Teilbarkeitsregeln (vgl. M 10). Lassen Sie die Kinder als Zahlen_qletektive moglichst
eigenstandig die Regeln herausfinden, indem sie ihnen die Zahlen in M 9 zur Uberprifung geben.

Hinweis: Je nach Lerngruppe und zur Verfliigung stehender Zeit arbeitet entweder die ganze Klas-
se in Kleingruppen an denselben Teilbarkeitsregeln oder die verschiedenen Gruppen behandeln
die Regeln arbeitsteilig und stellen sie den Mitschilern anschlieBend vor.

M 10 zeigt die behandelten Teilbarkeitsregeln im Uberblick. Die Merksatze kénnen Sie den Schii-
lern schrittweise nach jeder neu erarbeiteten Regel prasentieren, z. B. als Tafeltext, den die Kin-
der in ihr Heft Gbertragen. Oder Sie teilen M 10 am Ende der Einheit als Zusammenfassung
komplett aus.

Differenzierung: Leistungsstarke Schiler konnten zusatzlich die Teilbarkeitsregeln (Kombiregeln)
fir die Zahlen 12 (teilbar durch 3 und 4) und 15 (teilbar durch 3 und 5) erarbeiten.

M 11: Die Schiiler wenden mehrere Teilbarkeitsregeln an, indem sie die Vielfachen verschiedener
Zahlen farbig einkreisen.

M 12: Auch hier wenden die Schiler ihr Wissen lber die Teilbarkeitsregeln an. Dartuber hinaus
lernen sie die mathematischen Zeichen kennen fiir ,Ist Teiler von” bzw. ,Ist nicht Teiler von”.

Abschluss: Im Rahmen eines Abschlusstests (vgl. M 13) und/oder in Form von Spielen (vgl. M 14)
koénnen die Schiler das in der Unterrichtseinheit Gelernte unter Beweis stellen.

Tipp: Das Hunderterfeld in M 15 bzw. die veréanderbare Vorlage auf der Begleit-CD konnen Sie zur
Herstellung von Zahlenkartchen fiir das Spiel ,,Schnapp die Primzahl” verwenden.

Materialubersicht

M 1  Gesucht: Teiler einer Zahl (Arbeitsblatt)

M 2  Gesucht: Vielfache einer Zahl (Arbeitsblatt)

M 3  Gesucht: Primzahlen (Arbeitsblatt)

M 4  Das Sieb des Eratosthenes (Text)

M5  Gesucht: Bild aus Primzahlen (Bild, Arbeitsblatt)

M 6 Liste mit Teilern (Arbeitsblatt)

M 7  Gesucht: Der grof3te gemeinsame Teiler (Arbeitsblatt)

M 8 Gesucht: Das kleinste gemeinsame Vielfache (Arbeitsblatt)
M9 Entdeckerauftrage zum Teilen von Zahlen (Arbeitsblatt, Karten)
M 10 3 Regeln zum Teilen von Zahlen (Text)

M 11 Vielfachenjagd (Arbeitsblatt)

M 12 Prifen und markieren (Arbeitsblatt)

M 13 Was hast du gelernt? — Wissenstest

M 14 Schnapp, Blubb und Klatsch — Spiele

M 15 Hunderterfeld
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