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Vorwort

Funktionen beschreiben Wachstumsprozesse und Abhangigkeiten von GrofRen. Die Auf-
gabe der Mathematik besteht darin, diese Prozesse und Zusammenhange zu modellie-
ren und mit Hilfe von mathematischen Funktionen zu beschreiben. Solche Beispiele sind
das Wachstum von verzinstem Kapital, was sich exakt berechnen lasst, Wachstum oder
Abnahme von physikalischen Grof3en, wie zum Beispiel die Zunahme von Geschwin-
digkeit und Weg bei einer gleichmafiig beschleunigten Bewegung bei Vernachlassigung
der Reibung, der Abfall des Luftdruckes mit zunehmender Hohe sowie das biologische
Wachstum von Algen, Bakterienkulturen, welches sich nur anndhernd unter Einhaltung
bestimmter Bedingungen mathematisch beschreiben Iasst.

Mit dieser Aufgabenstellung, Wachstumsprozesse mathematisch zu beschreiben, setzt
vorliegendes Material ein. Wahrend das Wachstum von Kapital und biologisches Wachs-
tum mit Hilfe von Exponentialfunktionen beschrieben werden kann, was Inhalt des in
Kirze erscheinenden Bandes ,Kurvendiskussion / Exponential- & Logarithmusfunkti-
onen® sein wird, widmet sich dieser Band den Potenz- und Wurzelfunktionen.

Das Weg-Zeit-Gesetz der gleichmafRig beschleunigten Bewegung, welches den Weg
als quadratische Funktion der Zeit beschreibt, wird am Beispiel des freien Falls, den der
Extremsportler Felix Baumgartner im Jahr 2012 aus 38.969,4 m Héhe zurlcklegte, als
anschauliches Beispiel fur das Wachstum einer physikalischen Grofde zur Einfihrung in
die Problematik vorgestellt.

Nach diesen einleitenden Seiten folgen elementare Untersuchungen der Eigenschaften
von Potenzfunktionen und Berechnungen ohne Differentialrechnung — geeignet zur Wie-
derholung und Festigung der Grundlagen zu diesem Funktionstyp. Dabei kommt auch
der Betrachtung der Wurzelfunktionen als Umkehrfunktionen von Potenzfunktionen Be-
deutung zu.

Die Eigenschaften von Funktionen und ihrer Graphen lassen sich aber — wenn es uber
quadratische Funktionen hinausgeht — nur mit den Mitteln der Differentialrechnung ana-
lysieren und diesem Thema widmet sich dieser Band hauptsachlich.

Obwohl Gymnasiasten der Oberstufe die Techniken des selbststandigen Wissenser-
werbs mit Lehrbuch sowie dem Mitschreiben von Tafelbildern und Ausflihrungen des
Lehrers trainieren sollten, um spater als Studenten entsprechende Arbeitstechniken zu
beherrschen, gibt es doch hin und wieder Gelegenheiten zum Einsatz eines Arbeits-
blattes — ob nun ohne gréReren Schreib- und Zeitaufwand zur ,Erwarmung“ zu Beginn
einer Unterrichtsstunde, zum Ausklang der Stunde vor dem Pausenklingeln oder in Ver-
tretungsstunden.

Der Inhalt der Kopiervorlagen beschrankt sich nicht auf Ubungen zu Kurvenuntersu-
chungen. Vielmehr sollen die Auftrage die Schiler auch dazu fihren, die Bedeutung
des Ableitungsbegriffes als Grenzwert der Anderungsrate einer GroRe fiir einen gegen
Null strebenden Zeitraum sowie die Zusammenhange zwischen Anstieg des Graphen
einer Funktion, ihres Monotonie- und Krimmungsverhaltens, und der Existenz von Ex-
trem- und Wendepunkten zu vertiefen. Gerade im Zusammenhang mit der Nutzung des
graphikfahigen Taschenrechners (GTR) sollte mit inhaltlichen Betrachtungen von ma-
thematischen Begriffen und Verfahren einem starren Vorgehen nach Formeln und rein
mechanischer Benutzung des Taschenrechners entgegengewirkt werden.

Auch in diesem Sinne wiinschen wir Schilern und Lehrern Erfolg bei der Arbeit mit dem
vorliegendem Material.

Das Kohlverlags-Team und

Barbara Theuer
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n Funktionen beschreiben Wachstumsprozesse

In der Mathematik bezeichnet Wachstum die Zunahme einer
bestimmten Messgrofie in Abhangigkeit von der Zeit. Dabei
kommt der Mathematik die Aufgabe zu, Wachstumsvorgange
in der Praxis mathematisch zu modellieren und die zeitliche
Anderung der MessgréRen mittels Funktionen zu beschreiben.
Das Gegenteil von Wachstum ist die Schrumpfung, also die
Abnahme einer Messgrofe — in einigen Fallen auch als Zerfall
bezeichnet.

Aufgabe 1:  Nenne Beispiele fiir mathematisches Wachstum.

Der Extremsportler Felix Baumgartner stieg am 14. Oktober 2012
von der Walker Air Force Base bei Roswell, New Mexiko (USA), mit
einem Heliumballon in einer Druckkapsel in die Stratosphare auf,
um mit Schutzanzug und Fallschirm aus einer Hohe von 38.969,4 m,
wo der Luftdruck nur geringer als 10 hPa ist, abzuspringen. In der
Druckkapsel wurde der Druck bis kurz vor dem Ausstieg auf rund
0,55 bar (550 hPa) gehalten, was rund 4900 m Héhe Uber dem Mee-
resspiegel entspricht. Das entspricht etwa dem naturlichen Luftdruck
auf dem Mont Blanc. Dabei fiel Baumgartner 36.402,6 m frei und
erreichte nach dieser zurlickgelegten Strecke eine Endgeschwindig-
keit von 1357,6 km/h. Erst dann 6ffnete sich der Fallschirm. (Baum-

NEURP&KE-{ '
= - gartners Rekord hatte bis zum 24. Oktober 2014 Bestand, als dieser

MIXED BY BES

von Alan Eustace gebrochen wurde, der aus etwa 41.419 m sprang.)

Aufgabe 2: In den Sachverhalten rund um den Stratosphédrensprung Baumgartners spielen
Wachstumsvorgénge, welche sich mathematisch beschreiben lassen, eine Rolle.
Welche Messgré3en wachsen oder (zer-)fallen hier? Charakterisiere das Wachs-
tum bzw. im weiteren Sinne die funktionalen Zusammenhénge (z. B. exponentiell,
linear, quadratisch, Zunahme, Abnahme). Wiederhole dazu auch die Bewegungs-
gesetze der Physik und die internationale Héhenformel.
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Funktionen beschreiben Wachstumsprozesse

Um das Wachstumsverhalten einer MessgroRe zu veranschaulichen, werden die Messpunkte
— eine genugend groRe Menge vorausgesetzt — in einem Diagramm dargestellt. Da die inte-
ressierenden GroRen oft nicht kontinuierlich gemessen werden kdnnen, ergeben sich nur
diskrete Punkte im Diagramm.
Das tatsachliche Verhalten zwischen den diskreten, abgetasteten Werten ist.genau genom-
men nicht bekannt und kann nur bei gentigend engér Abtastung angenadhert werden, sodass
sich zur Veranschaulichung eine explizite, kontinuierliche Wachstumsfunktion B(t) ergibt, die
den Messwert w(t) zu einem beliebigeniZeitpunkt t in ihrem Definitionsbereich wiedergibt.
Zu den mathematischen Wachstumsmodellen, welche in der Schulmathematik Eingang fin-
den, gehdren unter anderem: — lineares Wachstum
— potentielles, dabei insbesondere quadratisches Wachstum
— exponentielles Wachstum bzw."exponentieller Zerfall

Aufgabe 3: Welche Wachstumsprozesse bzw. funktionalen Abhéngigkeiten, die im Zusam-
menhang mit Felix Baumgartners Stratosphérensprung (siehe Seite 5) stehen,
lassen sich durch unten angegebene Funktionsgraphen beschreiben? Ordne die
Sachverhalte stichpunktartig den in der Tabelle angegebenen Funktionsgraphen
zu. Gib méglicherweise auch das entsprechende physikalische Gesetz an.
Welche physikalischen Grél3en entsprechen den Koordinaten x und y?

Funktionstyp Beispiel fiir Wachstum
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E Monotonieverhalten von Funktionen

Eine Funktion f(x) ist in einem Intervall
monoton wachsend,

wenn fur zwei beliebige x-Werte x,und x,
aus diesem Intervall gilt:

Aus: X, <X,; X, X% €EICR

folgt: f(x,) < f(x,). (Siehe Graph A.)

Schliel3t man die Gleichheit aus, handelt es
sich um streng monotones Wachstum.

Eine Funktion f(x) ist in einem Intervall
monoton fallend,

wenn fur zwei beliebige x-Werte x, und x,
aus diesem Intervall gilt:

Aus: X, <X,; X, X, €EICR

folgt: f(x,) = f(x,). (Siehe Graph B.)

Schliel3t man die Gleichheit aus, ist die
Funktion in diesem Intervall streng monoton

fallend.

3 \

B

X

—>

Bei Wachstumsprozessen in der Praxis entspricht w, dem Wert der MessgrofRe zu einem
Zeitpunkt t, und w, dem Messwert zu einem spateren Zeitpunkt t,.

Ist der zu einem spateren Zeitpunkt gemessene Wert w, groRer als der Messwert w,, also
w, > w,, dann spricht man von positivem Wachstum. Ist der zweite Wert jedoch kleiner als der
erste, also w, < w,, spricht man von negativem Wachstum bzw. Schrumpfung, Abnahme oder
Zerfall. Im Falle w, = w, bezeichnet man den Sachverhalt als Nullwachstum.

Aufgabe 1:  Begriinde, dass mit den untenstehenden Diagrammen ein und derselbe Bewe- g
gungsablauf beschrieben wird. Welche funktionalen Zusammenhénge bzw. physi- =

kalischen Gesetze werden durch die Funktionsgraphen jeweils veranschaulicht? E

Lies die Messwerte zum Zeitpunkt t = 5 s aus den entsprechenden Graphen ab. @

Berechne die Messwerte dann exakt. Charakterisiere auch das Monotonieverhal- :

ten. Schreibe deine Antworten in die Tabelle auf Seite 8. g

A B C %

2

5 v a &
100m w051 T 5
e

3051 §

50mt 20 ";:'-- §
25 :

5=a 1fJ= st 5=a 163 t 5=s 1C=|a t Ag

ist doch logisch

Seite 7



E Monotonieverhalten von Funktionen

Diagramm Graph A Graph B Graph C

Beschreibung des
Sachverhaltes und
charakteristisches
Verhalten der Mess-
grole

physikalisches Gesetz

abgelesener Messwert
zum Zeitpunkt t = 5s

berechneter Messwert
zum Zeitpunkt t = 5s

Monotonieverhalten
der Funktion im
abgebildeten Intervall

Aufgabe 2: Beschreibe das Monotonieverhalten des Graphen in den entsprechenden
charakteristischen Intervallen und interpretiere das Geschwindigkeit-Zeit-
Diagramm physikalisch.
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