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Vorwort

Wahrend der Arbeitam Manuskript fiir dieses Buch habe ich in einem berufs-
vorbereitenden Mathematikkurs Hassan, einen 16-jahrigen Jugendlichen
mit marokkanischen Wurzeln, kennengelernt. ,Ich hasse Briiche!* so erin-
nerte er sich an den Mathematikunterrichtin der Klasse 6 einer Gesamtschu-
le. Er war an der Bruchrechnung grundlegend gescheitert und musste am
Ende des Schuljahres auf eine Forderschule mit dem Forderschwerpunkt Ler-
nen wechseln.

Die Arbeit mit Hassan und vielen anderen Jugendlichen und jungen Er-
wachsenen ermoglichte mir in den letzten Jahren immer wieder eine riick-
blickende Betrachtung von Lernbiografien, die im mathematischen Bereich
wenig erfolgreich verlaufen waren. Meist nicht mit so dramatischen Ein-
schnitten wie bei Hassan. Manche der jungen Menschen haben sich am Ende
ihrer Schulzeit entschieden, an ihren zwischenzeitlich erworbenen Aus-
weich- und Kompensationsstrategien festzuhalten und Angebote zum nach-
holenden mathematischen Lernen auszuschlagen. Andere haben sich dem
Problem gestellt und haben oft in erstaunlich kurzer Zeit Dinge gelernt, an
denen sie friiher gescheitert waren. Diese jungen Menschen haben ganz ent-
scheidend an der Entstehung dieses Buches mitgewirkt. Ich durfte sie beim
nachholenden mathematischen Lernen begleiten. Thre Lernerfolge haben
mich ermutigt, Dinge auszuprobieren. Ihre Riickmeldungen haben mir ge-
holfen, ein tragfahiges Konzept fiir den Erwerb des Bruchzahlverstdndnisses
zu entwickeln. Denn die Erweiterung des Zahlbegriffes von den natiirlichen
Zahlen zu den Bruchzahlen - und dafiir braucht man das Bruchzahlverstand-
nis - erwies sich immer wieder als ein Nadelohr in den Lernbiografien die-
ser jungen Leute. Ohne das Bruchzahlverstindnis hatten sie im Mathematik-
unterricht ihrer weiteren Schulzeit keine Chance.

Mein herzlicher Dank gilt Karin Kempfer und Sabine Riibartsch, die das
Manuskript sorgfiltig gelesen haben. Sie haben mit ihren kritischen Riick-
meldungen ganz wesentlich zur inhaltlichen Klarheit und zur Verstindlich-
keit der Texte beigetragen. Meine Tochter Nathalie hat mich immer wieder
auf sprachliche Schwichen und Ungereimtheiten hingewiesen. Danke!

Wuppertal, im Juni 2018



Gebrauchsanleitung

Dieses Buch bietet Thnen eine Fiille von Ideen und Materialien, mit denen
Sie Lernende jedes Alters an Briiche, Dezimalzahlen und Prozente heranfiih-
ren kénnen. Mathematisch geht es um die Erweiterung des Zahlbegriffes von
den natiirlichen Zahlen zu den Bruchzahlen und schlieflich zu den rationa-
len Zahlen. Damit dies gelingt, muss der Aufbau des Bruchzahlverstiandnis-
ses im Mittelpunkt der Arbeit stehen. Ziel der Arbeit sollte sein, dass die Ler-
nenden Fragen wie diese beantworten konnen:

Was bedeutetg? Wie kann man diese Zahl verstandlich darstellen?

Was ist mehr: 0,4 oder§7 Wie kann man das ohne Taschenrechner herausfinden?

25%, 0,25 und%. Drei Bezeichnungen fiir denselben Anteil?

3 :%= 24 und 60 - 0,2 =12. Stimmt das? Kann eine Zahl durch Multiplizieren kleiner und
durch Dividieren groRer werden?

» Was ist mehr: 259% von 20 oder 20 % von 25? Oder ist das gleich viel?

Wie kann man das ohne Taschenrechner herausfinden?

vvyyy

Jenach Arbeitsfeld und abhéngig vom Lernstand, unterscheiden sich die Zie-
le und die Arbeitswege erheblich. Im Unterricht der Sekundarstufe I geht es
um die Einfiihrung von Bruchzahlen, um das Rechen mit Briichen und De-
zimalzahlen und um die Prozentrechnung. In der begleitenden Forderung
oder Lerntherapie geht es dariiber hinaus um das Nacharbeiten grundle-
gender mathematischer Kenntnisse und Fahigkeiten. In der nachholenden
Grundbildung fiir Erwachsene geht es um die Vermittlung von mathemati-
schem Wissen, das in der Ausbildung oder am Arbeitsplatz unverzichtbar ist.

Die Entwicklung des Bruchzahlverstdndnisses gelingt nicht in wenigen
Wochen oder gar Tagen. Nach meiner Erfahrung miissen Sie den Lernenden
mehrere Monate, vielleicht auch ein bis zwei Jahre, Zeit geben, um sich im-
mer wieder und aus unterschiedlichen Perspektiven mit Bruchzahlen aus-
einanderzusetzen. Machen Sie sich gemeinsam mit den Lernenden auf den
Weg. Stellen Sie sich auf eine lange und bisweilen miihsame Reise ein. Hin-
sichtlich des Unterrichts in der Sekundarstufe I fordert dieses Buch zum Um-
denken auf. Das Rechnen mit Briichen, Dezimalzahlen und Prozenten erle-
digen heute die iiberall verfiigharen elektronischen Rechner. Nachhaltiges
Lernen ist nur moglich, wenn die Schiilerinnen und Schiiler zu einem fun-
dierten Bruchzahlverstindnis kommen.

Die einzelnen Kapitel dieses Buches sind in sich verstdndlich, sie kon-
nen in beliebiger Reihenfolge gelesen werden. Wenn Sie sich vorab iiber die
Herausforderungen informieren wollen, die Lernende auf ihrem Weg zum
Bruchzahlverstindnis bewiltigen miissen, sollten Sie mit Kapitel 8 begin-
nen. Die Auseinandersetzung mit Bruchzahlen, so erfahren Sie dort, ist u. a.
deshalb schwierig, weil die Zahleigenschaften von Bruchzahlen dem zuwi-
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der laufen, was die Lernenden intuitiv iiber Zahlen wissen. Wenn Lernen-
de zdhlende Rechner sind oder iiber kein gesichertes Stellenwertverstiandnis
im Bereich der natiirlichen Zahlen verfiigen, ist der Erwerb des Bruchzahl-
verstdndnisses zusatzlich erschwert. Kapitel 9 informiert iiber sprachliche
Hiirden, denen die Lernenden begegnen und die Sie unbedingt im Blick ha-
ben miissen. Mathematisches Lernen scheitert hdufig an sprachlichen Pro-
blemen.

Wenn Sie hingegen Ideen und Materialien fiir die praktische Arbeit su-
chen, sollten Sie dem Aufbau des Buches folgen. In Kapitel 1 lernen Sie
meine didaktische Position kennen. Hier, wie an anderer Stelle, finden Sie
Infokidsten, die einige grundlegende Begriffe klaren und die Dinge zusam-
menfassen. Auf ein Glossar habe ich hingegen verzichtet. Das Buch ist auch
fiir mathematische Laien verstandlich, kommt freilich nicht ohne mathema-
tische Fachbegriffe aus. Im Zweifelsfall ziehen Sie bitte ein mathematisches
Lexikon oder einschlégige Seiten im Internet zu Rate.

Ein guter Einstieg in das Thema Bruchzahlen ist wichtig. Deshalb finden
Siein Kapitel 2 fiinf Aufgaben, die erste Einsichten vermitteln, vor allem aber
die Richtung angeben: Die Lernenden sollen von Anfang an die Erfahrung
machen, dass es darum geht, die Dinge wirklich zu verstehen.

Gewohnliche Briiche werden im Alltag selten verwendet, es dominieren
Dezimalzahlen und Prozentangaben. Dennoch schlage ich vor, zur Entwick-
lung des Bruchzahlverstindnisses Aufgaben mit gew6hnlichen Briichen zu
verwenden. In Kapitel 3 wird dies begriindet. Sie finden dort eine Reihe me-
thodischer Moglichkeiten, aus denen Sie das fiir Ihre Lerngruppe Passende
auswahlen konnen.

Verstdndiger Umgang mit Bruchzahlen bedeutet, dass die Lernenden
Bruchzahlen grafisch darstellen konnen oder didaktisches Material zur Dar-
stellung von Bruchzahlen nutzen konnen. Die Darstellung von Bruchzahlen
am Zahlenstrahl spielt dabei eine zentrale Rolle. Dies ist Gegenstand von Ka-
pitel 4.

Dezimalzahlen, von den Lernenden hiufig ,Kommazahlen“ genannt, be-
gegnen unsim Alltag auf Schritt und Tritt. Deshalb ist es naheliegend, zusétz-
lich zur Darstellung am Zahlenstrahl andere Moglichkeiten zu verwenden,
Dezimalzahlen im Unterricht und in der Forderung darzustellen. Dies soll
(und kann) den Lernenden helfen, den Stellenwert der Nachkommastellen
zu verstehen. In Kapitel 5 erfahren Sie, wie Sie die Darstellung von Dezimal-
zahlen mit Decimats und Mehrsystemblocken sowie die Stellentafel dafiir
nutzen kénnen.

Das Rechnen mit Briichen und Dezimalzahlen nimmt im Unterricht der
meisten Schulen groflen Raum ein, kann aber im beruflichen und privaten
Alltag problemlos mit elektronischen Rechnern erledigt werden. Weil das
schnelle und sichere Beherrschen von Rechenprozeduren drastisch an Be-
deutung verloren hat, kann das Rechnen mit Bruchzahlen weitgehend zum
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Aufbauvon Bruchzahlverstdandnis, also von Hintergrundwissen, genutzt wer-
den. In Kapitel 6 wird gezeigt, wie die Darstellung von Rechenoperationen
mit Bruchzahlen am Zahlenstrahl und am Rechteck hierbei helfen kann.

In Kapitel 7 finden Sie einige Ubungsformate, mit denen es gelingt, ver-
netztes Wissen aufzubauen. So erlangen die Lernenden Faktenwissen iiber
Bruchzahlen.

Zu den Kapiteln 2, 3, 4, 5 und 7 gibt es Downloadmaterial, das Thnen hilft,
fiir die praktische Arbeit erforderliche Materialien zu erstellen. Eine Uber-
sichtist im Anschluss an das Literaturverzeichnis abgedruckt. Einige Down-
loadmaterialien sind auch als editierbare Word-Dateien verfiighar, sodass Sie
die Dinge an den Lernstand und die Bediirfnisse Ihrer Lerngruppe anpassen
konnen. Aullerdem enthilt das Downloadmaterial eine Linkliste, die den Zu-
griff auf online verfiighare Quellen zum Thema ermdoglicht.
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1 Das zentrale Ziel: Aufbau von Grundvorstellungen

1 Das zentrale Ziel: Aufbau von Grundvorstellungen

Beim Unterricht selbst ist streng darauf zu achten, daR der Schiiler zu selbstthdtiger Auffas-
sung und zu wirklichem Verstdndnif3 gelange. [...] Jeder Erkenntnifi, welche gebildet werden
soll, muB woméglich die entsprechende Grundanschauung, sei es in Wirklichkeit oder im

Bilde, vorausgehen; das bloR mechanische Lernen ist auszuschlieRen.
(J. Loser: Lehrbuch fiir den Rechenunterricht in den deutschen Schulen. 1876, S. 4)

Schon vor fast 150 Jahre, so zeigt dieses Zitat aus einem damals weit verbrei-
teten Handbuch fiir Lehrer, war das Verstehen mathematischer Inhalte Ziel
des Unterrichts und nicht das blofe Beherrschen von Rechenmethoden.
Der heutige Mathematikunterricht verfehlt leider hiufig dieses Ziel. Er ver-
kommt allzu oft zu dem ,,blof§ mechanischen Lernen®, vor dem das Lehrbuch
aus dem Jahre 1876 ausdriicklich warnt. Die Folgen sind bekannt: Mathema-
tik wird oft als ,,Horrorfach” oder ,Hassfach” erlebt.

Das Verstehen mathematischer Begriffe und Inhalte ist ein vielschichtiger
Prozess. Helmerich u. a. (2011, S. V) sprechen im Vorwort zu einem Sammel-
band mit dem Titel ,Mathematik verstehen®von ,,dem ritselhaften Ubergang
zwischen Unverstidndnis und Durchblick®. In der aktuellen mathematikdi-
daktischen Diskussion herrscht weitgehend Ubereinstimmung, dass der Auf-
bau mathematischer Grundvorstellungen Voraussetzung fiir das Verstehen
mathematischer Inhalte ist. Auch das Standardwerk zur Didaktik der Bruch-
zahlen (Padberg & Wartha 2017, S. 2) nennt den Aufbau von Grundvorstellun-
gen ,,das zentrale Ziel von Unterricht®.

Infokasten 1: Grundvorstellungen

»Grundvorstellungen sind gedankliche Werkzeuge, die zu Zahlen, Operationen und Stra-
tegien aufgebaut werden kénnen. Grundvorstellungen erméglichen Ubersetzungen zwi-
schen Darstellungsebenen (etwa von symbolisch zu ikonisch) in Bezug auf Zahlen, Opera-
tionen und Strategien. Eine Grundvorstellung zur Bruchzahl kann aktiviert werden, wenn
z.B. zwischen der symbolischen Darstellungéund einem entsprechenden Bild libersetzt
wird.“ (Wartha 2011, S. 8)

Der Kerngedanke des Grundvorstellungskonzepts, das hier aus Platzgriinden nicht ausfiihr-
lich dargestellt werden kann, lautet in etwa so: Im Unterricht und in der Férderung soll der
Erwerb mathematischer Begriffe und Verfahrensweisen angeregt werden, indem konkrete
Handlungen an geeigneten Materialien zu gedanklichen Operationen umgebaut werden.
Die auf Handlungen bezogenen Vorstellungen der Lernenden werden entwickelt und
mit mathematischen Inhalten verbunden.
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Malle (1999, S. 69) formuliert die mit dem Grundvorstellungskonzept verbundene
Zielvorstellung so: ,Schiiler sollen Inhalte nicht auf einer unverstandenen verbalen
oder symbolischen Ebene nachplappern kénnen, sondern sich darunter etwas vor-
stellen kénnen.”

Wartha (2011, S. 10) nennt diese Beispiele fiir Grundvorstellungen:
Grundvorstellungen zu Zahlen

» Natdrliche Zahl als Anzahlangabe einer Menge (Kardinalzahlaspekt)
» Natdrliche Zahl als Beschreibung einer Position (Ordinalzahlaspekt)
»  Bruch als Anteil, Bruch als Operator

«  Prozentsatz als Anteil

Grundvorstellungen zu Operationen

+ Addieren als Hinzufiigen, Zusammenfassen

» Subtrahieren als Wegnehmen, Vergleichen, Erganzen

«  Multiplizieren als Vervielfachen, Kombinieren, Strecken/Stauchen

- Dividieren als Verteilen, Aufteilen, Riickgédngigmachen der Multiplikation

Grundvorstellungen zu Strategien

» Subtrahieren natlirlicher Zahlen schrittweise tiber den Zehner

» Addieren von Briichen liber Finden einer gemeinsamen Unterteilung

»  Multiplizieren von Zehnerzahlen liber Analogiebildung

« Bestimmen eines Prozentwertes liber eine Operatorkette oder einen Dreisatz

Handlungsbezogene Vorstellungen werden als ,primare Grundvorstellungen® be-
zeichnet (vom Hofe 2014). Bei der Erweiterung des Zahlbegriffs von den natiirlichen
Zahlen auf die ganzen Zahlen und die Bruchzahlen werden zunehmend ,sekundére
Grundvorstellungen® benétigt, weil beim Rechnen mit negativen Zahlen oder mit
Briichen einfache handlungsbezogene Vorstellungen nicht mehr tragfahig sind. Se-
kundare Grundvorstellungen werden nach dem Grundvorstellungskonzept u.a. am
Zahlenstrahl entwickelt. Der Zahlenstrahl bzw. die Zahlengerade erlaubt eine um-
fassende, liber den Bereich der natiirlichen Zahlen hinausgehende, Darstellung von
Zahlen und Rechenoperationen. Die Darstellung von Zahlen und Rechenoperatio-
nen am Zahlenstrahlist abstrakter als eine gegenstdndliche Darstellung mit konkre-
tem Material, sie knilipft aber an anschauliche Erfahrungen an.

Der Zahlenstrahl ist die beim Anfangspunkt Null beginnende lineare Darstellung von
Zahlen. Die Zahlengerade ist der in den negativen Bereich verldngerte Zahlenstrahl.
Die Terminologie ist in der Mathematikdidaktik uneinheitlich. Auch ,,Zahlenstrich
oder ,leerer Zahlenstrich“ sind gebrauchliche Bezeichnungen.
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Dieses Buch méchte dazu beitragen, dass Lernende jedes Alters und in je-
der Lernsituation sich mit ,wirklichem Verstandnif3“ mit Bruchzahlen
auseinanderzusetzen und Briiche, Dezimalzahlen und Prozentangaben in
»selbstthatiger Auffassung® darstellen konnen. Das Rechnen mit Bruchzah-
len iibernehmen heute, anders als vor 150 Jahren, die {iberall verfiigbaren
elektronischen Rechner. Dem sicheren Beherrschen von Rechenmethoden
muss im Unterricht und in der Férderung heute viel weniger Zeit gewidmet
werden, es geht vielmehr um den verstdndigen Umgang mit Taschenrech-
ner, Smartphone und Computer. Der Aufbau von Grundvorstellungen zu
den Bruchzahlen ist deshalb heute zweifelsohne die zentrale Aufgabe jedes
Unterrichts und jeder Férderung.

Infokasten 2: Briiche, Bruchzahlen, rationale Zahlen
Briiche und Bruchzahlen bezeichnen GréRen, die entstehen, wenn das Ganze (beim
Rechnen die Zahl 1) unterteilt wird. In der Zahler-Nenner-Schreibweise gibt die Zahl
unter dem Bruchstrich (der Nenner) an, in wie viele gleich groRe Teile das Ganze ge-
teilt wurde. Die Zahl Giber dem Bruchstrich (der Z&hler) gibt an, wie viele von diesen
Teilen in diesem Fall gemeint sind.%bedeutet also, das Ganze wird in vier gleich gro-
Re Teile geteilt, drei von diesen vier Teilen bilden die Bruchzahl.
Im Gegensatz zu den uns vertrauten natirlichen Zahlen gibt es zu jeder Bruchzahl
unendlich viele Briiche, die den gleichen Wert darstellen. Durch feinere Untertei-
lung entstehen z. B. aus Vierteln Achtel, Zwolftel, Sechzehntel, Hundertstel usw. Die
6 9 12 75

Briiche 212 16 und 100

gleichen Anteil vom Ganzen. Diese Briiche sind also unterschiedliche Darstellungen

haben also den gleichen Wert wie §, sie kennzeichnen den

derselben Bruchzahl. Dezimalzahlen und Prozente sind ebenfalls Bruchzahlen, sie
stellen Bruchzahlen dar, die in der Zahler-Nenner-Schreibweise den Nenner Zehn,
Hundert, Tausend ... haben.%= 0,75=75%.

Der Begriff Bruchzahl wird als Oberbegriff fiir gewohnliche Briiche (Zdhler-Nenner-
Schreibeweise), Dezimalzahlen (Kommaschreibweise) und Prozente (durch das

%-Zeichen als Hundertstelbriiche gekennzeichnet) verwendet.

Bruchzahlen

gewohnliche Briiche  Dezimalzahlen Prozente

Bruchzahlen ihrerseits sind ein Teil der rationalen Zahlen. Alle rationalen Zahlen, die gro-
Rer als Null sind, also einen positiven Wert haben, werden als Bruchzahlen bezeichnet.
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Wenn geeignete Grundvorstellungen zu Zahlen und Rechenoperationen vor-
handen sind, gelingt den Lernenden die Darstellung dieser mathematischen
Inhalte auf verschiedenen Repridsentationsebenen. Mithilfe geeigneter
Grundvorstellungen konnen die Lernenden z. B. die Zahlglam ,Pizzamodell“
veranschaulichen, sie konnen die Zahl 0,42 mit Mehrsystemblocken darstel-
len oder 40 % von einem bestimmten Eurobetrag am Zahlenstrahl ermitteln,
ohne auf Formeln fiir die Prozentrechnung zuriickzugreifen. Anders herum
bedeutet dies: Wenn junge Menschen im Mathematikunterricht, in der For-
derung oder in einer Lerntherapie lernen, Briiche, Dezimalzahlen und Pro-
zente am Kreis, am Zahlenstrahl, mit geeignetem didaktischen Material oder
in einer anderen Weise darzustellen, hilft ihnen dies wahrscheinlich beim
Aufbau von Grundvorstellungen. Der Aufbau von Grundvorstellungen ist in
jedem Fall eine eigenstdndige Leistung der jungen Menschen, die einige An-
strengung und Zeit benotigt.

Die Idee fiir dieses Buch ist in der Arbeit mit arbeitslosen jungen Men-
schen (17 bis 24 Jahre) entstanden, die sich auf eine berufliche Ausbildung
vorbereitet haben. Ich habe sie dabei unterstiitzt, fehlende schulische
Grundlagen nachzuarbeiten und sich auf Einstellungstests und die Anforde-
rungen einer beruflichen Ausbildung vorzubereiten. Die jungen Menschen
waren Teilnehmerinnen und Teilnehmer eines Projekts zur beruflichen Ein-
gliederung. Sie hatten alle einen Schulabschluss (zu einem erheblichen Teil
sogar Realschulabschluss, Fachabitur oder Abitur). Ihnen fehlte aber ma-
thematische Grundbildung, wie sie die Betriebe fiir die Vergabe einer Aus-
bildungsstelle voraussetzen (Ndheres zu dem Projekt und zum mathema-
tischen Lernstand der Teilnehmerinnen und Teilnehmer siehe Eckstein
2016). Ein zentrales Problem der jungen Leute und somit Schwerpunkt mei-
ner Arbeit waren fehlende Grundvorstellungen zu Bruchzahlen. Dies fiihrte
dazu, dass die jungen Leute bei Einstellungstests eklatant versagten. Tabel-
le 1 zeigt einige typische Fehllosungen, wie ich sie immer wieder beobach-
ten konnte.

Um den jungen Menschen zu helfen, tragfahige Zahlvorstellungen zu Brii-
chen, Dezimalzahlen und Prozenten aufzubauen, habe ich Arbeitsschritte
erprobt, die in der mathematikdidaktischen Literatur beschrieben sind. Ich
musste keineswegs ,,das Rad neu erfinden®, sondern konnte aus dem Vollen
schopfen. Dieses Buch ist das Ergebnis mehrjahriger Recherchearbeit und
praktischer Erprobung. Es stellt verschiedene Ideen, Modelle und Anséatze
zusammenhingend vor.
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Berthold Eckstein ist pensionierter Lehrer und
Lerntherapeut mit dem Schwerpunkt mathemati-
sches Lernen vom Erstunterricht bis zur Berufs-
ausbildung. Uber sein Berufsleben hinweg beglei-
tete der Autor im Unterricht und in der schuli-
schen und auBerschulischen Forderung Kinder,
Jugendliche und Erwachsene, denen das mathe-
matische Lernen Schwierigkeiten bereitete. Seit
2019 ist er im Ruhestand.

Wie gelingt es, im Unterricht, in der Forderung oder Lerntherapie mit Kindern,
Jugendlichen und Erwachsenen tragfahige Grundvorstellungen zu Briichen,
Dezimalzahlen und Prozenten zu entwickeln?

Das Buch pladiert dafiir, einen Schwerpunkt auf die handelnde und zeichnerische
Darstellung zu legen. Gewohnliche Briiche, Dezimalzahlen und Prozente werden
im Zusammenhang erarbeitet, sodass vernetztes Wissen entsteht.

Praxiserprobte Ideen und (Download-)Materialien fiir den direkten Einsatz im
Unterricht werden ergénzt durch eine Analyse der Schwierigkeiten, mit denen
Lernende auf dem Weg zum Bruchzahlverstandnis zu kdmpfen haben.

Das Bruchzahlverstéandnis ist eine unverzichtbare Voraussetzung fiir eine
berufliche Ausbildung sowie fiir die erfolgreiche Teilnahme am Mathematik-
unterricht der Sekundarstufe II.
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