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Vorwort

Bis zum Verstandnis der Infinitesimalrechnung in der gymnasialen Oberstufe flhrt ein lan-
ger Weg, der seinen Ursprung bereits in der Neugier jungerer Schiler nach dem Unend-
lichen hat. ,Wie lange dauert eine Ewigkeit?“ ,Ist das Weltall unendlich gro3?* ,Wie heif3t
die groRte Zahl?“

Wie oft horen Eltern und Lehrer diese Fragen und wie oft fallen die Antworten knapp aus.

Gelingt es jedoch, die Beschaftigung der Kinder mit dieser Problematik in einer dem Alter
angemessenen Form zu fordern, kdbnnen so im Ansatz Grundlagen fur das Verstandnis
weltanschaulicher und mathematischer Denkweisen gelegt werden und der Ubergang zur
Auseinandersetzung mit der Oberstufenmathematik erleichtert werden.

Das vorliegende Material soll einen Beitrag dazu leisten.

Ausgehend von der Erfahrungswelt der Schiler wie beispielsweise der Frage nach der
Zahl der Kdrner in einer Sanduhr oder dem Brauch des ,Schafe zahlens” vor dem Ein-
schlafen bis hin zu Fragen nach der Unendlichkeit des Kosmos und der Teilbarkeit der
Korper finden sich auf den ersten Seiten dieses Heftes Texte, Aufgaben und Ratsel zur
allgemeinen Problematik der Unendlichkeit.

Die Schuler werden weiterhin mit Beispielen fur sehr grof3e — aber endlich grof3e — und
sehr kleine — aber endlich kleine — GroRen und Zahlen bekanntgemacht und mit Beispielen
daflr sensibilisiert, dass man unter ,Unendlich gro3* keine Zahl, sondern einen Prozess
»des immer weiter Zahlens® und unter ,Unendlich klein“ einen Prozess ,des immer weiter
Teilens® verstehen kann.

Ein Blick in die Geschichte der Mathematik zeigt den Schiilern, dass sich Forscher seit der
Antike mit der Problematik des Unendlichen beschaftigten. Ausflhrlich wird Zenons Para-
doxon von Achilles und der Schildkrote vorgestelit.

Den Schwerpunkt des Heftes bilden vielfaltige Aufgaben zu Zahlen- und Partialsummenfol-
gen (Reihen) beginnend mit Zahlenreihen, in welchen fehlende Zahlen zu erganzen sind.
Ratsel oder die Suche nach einem Bildungsgesetz kommen als Strategien zum Ldsen der
Aufgaben infrage. Historische Beispiele wie die Fibonacci-Folge und die Legende von der
Erfindung des Schachspieles sind mit Texten und entsprechenden Aufgaben eingebunden.

Interessant wird es dann, wenn endlos viele Folgenglieder addiert werden und dennoch die
Summe einen endlichen Wert — den Grenzwert — nicht Uberschreitet.

Der Ausblick auf das Rechnen mit unendlich kleinen Grofden, was in der Antike nicht
gelang, aber seit dem Wirken von Leibnitz und Newton, die als Begrlinder der Infinitesimal-
rechnung gelten, moglich wurde, rundet das Material ab, welches sowohl zur Erganzung
im Unterricht der Mittelstufe, in Freiarbeit, zur Vorbereitung auf die Einflhrung der Analysis
in der Oberstufe oder aber auch als hausliche Lektlre fur interessierte Schuler eingesetzt
werden kann.

In diesem Sinne viel Erfolg bei der Beschaftigung mit dem ,Unendlichen®
wunschen das Team des Kohl-Verlags und

Barbara Theuer

Seite 4

— Bestell-Nr. P12 315

.+, UNENDLICHKEIT IN DER MATHEMATIK

KOHLVERLAG Rechnen mit o

H




n Die unendliche Geschichte

Vorstellung der Menschen vom Unendlichen

Aus den Mythen

» Sisyphos

Sisyphos soll um das Jahr 1400 v. Chr. gelebt haben. Heute
ist er vor allem als eine Figur der griechischen Mythologie
bekannt. In der Sage werden Sisyphos Weisheit und grof3e
Verdienste als Kénig von Korinth zugeschrieben. Sisyphos galt
aber auch als ein die Gotter verachtender Frevler, was wohl einer
der Grinde war, um von Hermes in die Unterwelt verbannt zu
werden. Dort musste er zur Strafe flr seine Frevel einen Felsblock
auf einen Berg hinaufwalzen, der, wenn er fast den Gipfel erreicht
hatte, jedes Mal wieder ins Tal rollte; sodass Sisyphos mit seiner Arbeit
wieder von vorne beginnen musste — eine ewig wahrende Strafe.

Der Grundgedanke der Sisyphos-Sage lebt in dem gefligelten Wort ,Sisyphos-

Arbeit“ noch heute, denn damit bezeichnet man eine Aufgabe, die trotz groRer Mihen in
endlicher Zeit niemals abgeschlossen werden kann.

* Achilles und die Schildkrote

Der antike griechische Philosoph Zenon von Elea (490 v.
Chr. bis 430 v. Chr.) beschaftigte sich unter anderem mit
der Frage, ob die Welt in diskrete Einheiten zerlegbar ist,

es also Teilbarkeit gibt, oder ob die Welt eine kontinuierliche
Einheit bildet. Die Annahme von Teilbarkeit fihrte zu dem
Problem, dass entweder alles unendlich teilbar ist oder aber
es letzte Elementarquanten von Raum und Zeit geben muss.
Zenon beschreibt in einem seiner Paradoxa einen unendlich
wahrenden fiktiven Wettlauf zwischen Achilles, den Homer
in der llias als nahezu unverwundbaren, mutigen, starken
und schnellen Heros beschreibt, und einer Schildkréte. Das
Paradoxe besteht darin, dass der schnelle Achilles die lang-
same Schildkrote niemals einholt, da diese mit einem Vor-
sprung gestartet ist; und immer, wenn Achilles, der zehnmal
schneller ist als die Schildkrote, den Vorsprung der Schild-
krote bewaltigt hat, ist die Schildkréte um den zehnten Teil
ihres bisherigen Vorsprungs weitergelaufen — der Wettlauf
dauert nach Zenon folglich ewig.

X
o

Aufgabe 1: Kennst du weitere Beispiele, in denen die Unendlichkeit in Mythen, Mérchen E%
und Geschichten eine Rolle spielt? Notiere deine Antwort in Stichpunkten. =2

f
= |
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£
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Aufgabe 2: Welches andere Wort wird in den Texten oben anstatt ,unendlich“ verwendet? E;—-‘,
Welche Grél3e wird in den Mythen von Sisyphos und Achilles unendlich grol3? S5¢

Tipp: Interessantes und Aufgaben zur Berechnung der Wegstrecke, die Achilles laufen
muss, bis er die Schildkrote eingeholt hat, findest du in den Kapiteln 19 und 20.

Seite 5



n Die unendliche Geschichte

Aufgabe 3: Im Traum arbeitest du als Wissenschaftler an einem Projekt zur Verbesserung
der Energiesituation auf der Welt. Zu diesem Zweck sind neuartige Fahrzeuge
und Maschinen zu konstruieren.

Lass deine Phantasie spielen und notiere deine Wunschvorstellungen von den
Eigenschaften solcher Vorrichtungen.

Aus der Naturwissenschaft

Das Perpetuum mobile

Ein Perpetuum mobile (lat.: sich standig Bewegendes) erster
Art ist ein hypothetisches Gerat, welches — einmal in Gang
gesetzt — ohne weitere Energiezufuhr ewig in Bewegung
bleibt und dabei moglicherweise auch noch Arbeit verrich-
tet, was mit der Abgabe von Nutzenergie verbunden ist. Die
Abgabe von Nutzenergie ohne Zufuhr einer gleichwertigen
Energiemenge in anderer Form widerspricht drastisch dem
Energieerhaltungssatz. Selbst wenn keine Nutzenergie mit
dem ,Perpetuum mobile® gewonnen wird, verhindern ver-
steckte Energieumwandlungen (beispielsweise durch Rei-
bung) den ewigen Dauerbetrieb.

Die Idee eines Perpetuum mobile 2. Art ist es, aus Umgebungswarme Arbeit zu gewinnen.
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Aufgabe 4: Wie ldsst sich eine relativ lange Laufzeit mechanischer Geréte ermdglichen?

J

8

Das heil3t, die durch ortliche Abkuhlung gewonnene Warme soll komplett in mechanische §
Arbeit umgesetzt werden. Das ist nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik nicht g
\méglich. P 8
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E Begriffe rund um die Unendlichkeit

Oft begegnen uns in wissenschaftlichen Sendungen, Zeitungsartikeln oder utopischen
Filmen Begriffe zum Thema der Unendlichkeit, die wir nur anndhernd deuten kdnnen,
die uns aber weitere Fragen und Ratsel zu diesem interessanten Thema aufgeben. Wir
wollen deshalb hier zunachst einige Begriffe zu dieser Problematik zusammentragen.

Aufgabe 1: In dem abgebildeten kosmischen Buchstabennebel findest du waagerecht und
senkrecht Worter, die mit ,unendlich® in Zusammenhang gebracht werden kén-
nen. Markiere die entsprechenden Felder und schreibe die Woérter auf.
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Aufgabe 2: Ergénze weitere Begriffe zum Thema ,,unendlich”.
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Endlich oder ohne Ende?

Aufgabe 1: Welche Abbildungen beschreiben nach deiner Meinung
das Phdnomen ,unendlich®?

@ Sanduhr e Strahl als Periodischer
geometrisches Objekt Dezimalbruch

—== r

s / 1
\ 1 =
== ‘ 3
e
@ Unendlichkeitssymbol Fortlaufende @ Perpetuum mobile
Halbierung

1/32 —
1/64

18

116

112

14

@ Schafe zahlen

Aufgabe 2: Beschreibe eins der oben angegebenen Beispiele, flir welches der Begriff
L2unendlich” passt, ausfiihrlich.
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