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Didaktisch-methodische Hinweise

Diesem Stationenlernen liegen verschiedene methodische Konzepte zugrunde.

Die Stationen 1-4 und 6-8 benutzen im Prinzip einen Grenzibergang fur n— <o,

also das Prinzip der vollstandigen Induktion. Auch wenn diese in der Sekundarstufe |
nicht durchflhrbar ist, so sollte man doch auf keinen Fall darauf verzichten, den Grenz-
Ubergang zumindest anzudeuten, zumal es in der Mathematik der Sekundarstufe |
Grenzubergange selten gibt, weil das Thema »Folgen und Reihen« aus dem Lehrplan
herausgenommen wurde.

Am einfachsten ist der Grenzubergang bei den Parcours 1 und 2 durchzufuhren.

Parcours 2:

Hier benutzt man am besten die Zeichnung mit dem Viertelkreis, die man gunstiger Weise
auf Folie zieht. Durch Halbierung des Rechtecks A, und der anschliefienden Kreisabschnitt-
halfte erzeugt man weitere Rechtecke. Hier Iasst sich durch die Schraffuren einsichtig
machen, welche Flachenteile zur vorigen »Zackenflache« hinzuaddiert werden, sodass
sich diese Flache besser an den Kreis von innen her anschmiegt.

Man sieht dann schnell ein, dass bei
weiterer Unterteilung des Kreisradius
in 3—r0, ﬁ, usw. die innere »Zacken-
flache« — wenn die Unterteilung nur
genugend fein ist — ganz allmahlich in
die Kreisflache ubergent. banvonden | i
Schulern und Schulerinnen nicht Abb. 1
als unendlich gedacht werden kann, S
bleibt fir sie immer noch ein winziges
Stlckchen der »Zackenflache« Ubrig,
um die die »Zackenflache« kleiner als
die Kreisflache ist. Die Kreisflache wird
also immer etwas grofRer bleiben. Der
Denkvorgang bis hierher ist aber vollig ausreichend, um das Problem erkannt zu haben.

Mg

Parcours 1:

Man kann naturlich statt des Parcours 2

auch Parcours 1 wahlen.Der N
Denkvorgang ist der gleiche wie bei
Parcours 2. Es ergibt sich hier aber
eine weitere Moglichkeit, das Problem
der Flachenannaherung einsichtig zu
machen. Nimmt man namlich weitere
Unterteilungen der vorhandenen Abb.2 | i i ] &
Rechtecke wie in Parcours 2 vor,

so kann man die jetzt Ubriggebliebenen
Teilrechtecke abschneiden, sodass nun
auch durch das praktische Wegnehmen
die auliere »Zackenflache« immer
kleiner wird.
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Didaktisch-methodische Hinweise

Parcours 3:
Auch hier lasst sich eine Verfeinerung durchflihren, indem man auf 12-, 24-, 48-Ecke
ubergeht. Das ist aber mathematisch gesehen sehr aufwandig und fuhrt zu der

Formel: A=nea L] f_arl A, Flécheninhalt des regelméBigen Vielecks
" "2 ar? nea,=u, Umfang des regelmaBigen Vielecks (s. Abb. 3)

Es ist wichtig, dass man den Mittelwert der ein- und umbeschriebenen Dreiecke bildet,

denn jede Methode fur sich allein genommen ist fur die Schuler und Schulerinnen nicht
»genau« genug. Es wirde im Unterricht ja auch reichen, eine Methode durchzuflihren und die
Formel fur die andere vorzugeben, um dann den Mittelwert zu bilden. Der Mittelwert hat

eine Genauigkeit von 96,5 %.

Man kann naturlich auch die Ungenauigkeit der Methode der einbeschriebenen Dreiecke, die
groler ist als die der umbeschriebenen Dreiecke, dazu benutzen, die Notwendigkeit der
Ermittlung der Flache der umbeschriebenen Dreiecke deutlich zu machen, um dann den
Mittelwert bestimmen zu konnen. Der Weg, so uberzeugend er ist, kostet naturlich Zeit

und ist im Anspruch hoher.

an
n s,
Berechnungvona,: tan30°= % Berechnungvons,: cos30°= "
a
5 =0,5773 S0 20,8660
1
Abb. 3
A1 = Ayas = Avac
ro2n
Sn o
A= 2 mer
2 12
und weil r=1
& _n
A= 4 12

A,=0,2887-0,2618

A,=0,0269

A= Ayac —Avoc

und weilr=1

A

_ T _ 5
A= 12 4

A,=0,2618—-0,2165
A,=0,0453

A

A, ist also nahe doppelt so gro3 wie A,.

Seite 5

KOHLVERLAG Stationenlernen: Rund um den Kreis

- Bestell-Nr. P12 010



Didaktisch-methodische Hinweise

Einfacher ist die Methode der ein- bzw. umbeschriebenen Dreiecke, wenn man
trigonometrische Funktionen zur Verfugung hat. Die sind in Klasse 9 aber nicht Thema

des Mathematikunterrichts. Da der Zugang unter diesen Voraussetzungen aber nicht schwer
ist, bietet es sich in Klasse 10 an, die Kreisflachenformel als Anwendungsaufgabe der
Trigonometrie herzuleiten. Man kann dann mit dem Taschenrechner schnell ausrechnen,

wie die Genauigkeit der Zahl © zunimmt. Fur z. B. n = 1000 ist das schon beeindruckend.

Einbeschriebenes regelmafiges n-Eck Umbeschriebenes regelmaBiges n-Eck
mitdem FlacheninhaltF, mitdem FlacheninhaltF,
Abb.4 € Abb.5 €
r,=r
Pn
r.=r
F. \ F*

an

o 1 * >
€ = 360 Cro= an

n 'n
F=n-F, e = 360

Pnea,
Fi=n- 2 F,=neF *
p =Tre E -— rn.an*
n=recos 5 F,=n-

. €
an=2-r-3|n§ €

a,"=2er_otan
B e . € " 2
F.=ner2ecos 5 *sins

2 2 an=2-rn-tan180
F.=r2-n-cos1800 *sin 180° 180°
' n n F,=r2enetan .
%/—/
firn - 0o geht ne« cos ?]0 *sin 1?]0 gegen T. firn - co geht n« tan 1?]0 gegen T .
Parcours 5:
Diese Methode lasst sich nicht verfeinern,
denn wenn man aus 9 Teilquadraten durch
weitere Halbierung dann 36 Teilquadrate ?

herstellt, so sieht man sehr schnell, dass

man kein Polygon herstellen kann, wie es

bei den 9 Teilquadraten der Fall ist. Naturlich

kann man einen Polygonzug einzeichnen, doch ist der
viel schlechter als der bei den 9 Teilquadraten.
Immerhin fUhrt die Methode zu einem Wert von

99 % des Wertes von .
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Didaktisch-methodische Hinweise

Parcours 6:

Auch hier lasst sich eine Verfeinerung durchfiihren. Da die friihen Agypter mit & = 3,0
gerechnet haben, kann der Wert nicht so schlecht sein. Er ist immerhin 95,5 % des

Wertes von ©t . Die Griechen rechneten in Kenntnis der Bruchzahlen mit & = 2—72 , das
sind schon 99,9 %.

Parcours 7:
Obwohl die Methode sehr einfach ist, ist der Wert bei dieser Unterteilung recht genau,

namlich 100,6 % vom Wert von 7 .

Parcours 8 und 9:

Wegen der Handlichkeit sollte man den Schiilern und Schilerinnen kein diinnes Papier,
sondern mindestens 160 g-Papier geben, da man es besser fassen und legen kann.
Parcours 9 kann nur zu dem Ergebnis flihren, dass man drei r-Quadrate und ein »bisschen«
mehr braucht, um die Kreisflache auszulegen. Insofern ist die Methode genauso gut wie

die der alten Agypter.

Parcours 10:

Wenn die Moglichkeit besteht, sollte man den Zylinder und die Quadratsaule aus gleichem
Material (z. B. Holz) vielleicht im Technikunterricht erstellen lassen. Bei diesem Verfahren
kann man schnell dem Fehlschluss erliegen, dass man mit einer supergenauen Waage
die Zahl t genauer bestimmen kann. Wenn die Massen der Kreis- und der Quadratscheibe
aber ungenau gefertigt worden sind, nutzt auch die beste Waage nichts. Umgekehrt ist es
naturlich ebenso.

Parcours 11:
An diesem Parcours werden zwei Methoden nebeneinander benutzt, die auf den ersten Blick
den Charakter eines Grenzubergangs haben.

- Bestell-Nr. P12 010

1. Die Verfeinerung des Gitters.
2. Die Erhéhung der Anzahl der durch die Koordinaten markierten Gitterquadrate.

Der letzte Aspekt ist eigentlich sehr einsichtig, denn je mehr Gitterquadrate man markiert,

desto genauer wird der Quotient fur die Zahl © . Je mehr Zufallsziffern man nimmt

und daraus die Koordinatenpaare bildet, desto mehr Gitterquadrate kann man markieren,

und nach dem Gesetz der grof3en Zahlen werden irgendwann alle Gitterquadrate markiert
sein. Das kann aber nicht Sinn der Methode sein, denn dann ist man wieder beim Parcours 8.
Problem: Was macht man mit den eventuell doppelt markierten Gitterquadraten? Zahlt man sie
nur einfach oder doppelt oder gar in der Haufigkeit, in der sie markiert worden sind?

Der Trick dieser statistischen Methode liegt ja gerade darin, so viele Gitterquadrate wie
notwendig und so wenig wie moglich zu nehmen. Eine individuelle Entscheidung eines

jeden Schilers ist hier notwendig, welch tolle Situation. Also kein Grenzibergang.
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Didaktisch-methodische Hinweise

Der erste Aspekt ist nicht so ganz einfach zu entscheiden. Angenommen, man markiert

immer 100 Gitterquadrate unabhangig von der Feinheit des Gitters. Dann ist unmittelbar

klar, dass immer weniger markierte Gitterquadrate auf dem Kreisrand liegen werden. Die
Entscheidungshaufigkeit »liegt innerhalb bzw. auerhalb der Kreisflache« nimmt ab, wenn

das Gitterquadrat auf dem Kreisrand liegt, und das wechselseitige Zuordnen zu »innerhalb
bzw. auerhalb der Kreisflache«, wenn das Gitterquadrat »genau« auf dem Kreisrand liegt,
nimmt ebenfalls ab. Das Ergebnis fur 1 musste eigentlich besser werden. Bei genugend grol3er
Verfeinerung des Gitters durfte irgendwann einmal kein Gitterpunkt mehr auf dem Kreisrand
liegen. Das muss aber nicht sein, denn die standige Verfeinerung des Gitters bringt eine standige
Verlangerung der Koordinaten des betreffenden Gitterquadrates mit sich, und das ist nichts
anderes als eine Intervallschachtelung des Gitterquadrates, und jede kann durchaus einen
Punkt auf dem Kreis definieren. Das ist zwar ein Grenzibergang, aber der bringt bei endlicher
Anzahl von Gitterquadraten (Punkten) keine prinzipielle Verbesserung des angestrebten
Wertes von &t . Diese ist nur erreichbar, wenn man mit der Verfeinerung des Gitters auch die
Anzahl der markierten Gitterquadrate erhoht.

Parcours 12, Parcours 13

Auch diese Parcours benutzen den Gedanken eines Grenzibergangs. Die eigentlichen
Schwierigkeiten beginnen nach Gleichung VI, wenn h, bestimmt werden soll. Man kann das
Problem umgehen, wenn man den Schulerinnen und Schulern klar machen kann, dass beim
Ubergang fiir n—-#co h_ - rgeht. Das fiihrt von

h
Gleichung VIl A, =n-<s_* E" zur Gleichung  Ayeis = Ukreis ® % :

In der vorletzten Gleichung steckt noch ein gedankliches Problem: Wenn s, = 0 geht,
was macht dann der Term n + s, da n doch gegen <o strebt? Naturlich strebt dieser
Ausdruck gegen u,..,, aber ein unwohles Gefluhl bleibt, denn u,, ist eine ganz bestimmte
Zahl.

So ist es vielleicht sicherer, von der

h
Gleichung A,=u,-* E” aus zu argumentieren.

Fir h = r fUhrt alles zur gewlinschten

Gleichung Ay eic = Ukreis ® % und

A=r2eq
Wegen der oben genannten Schwierigkeiten gibt es zwei Versionen des Verfahrens, wobei
Parcours 13 das »leichtere« Verfahren anbietet.

Weitere Verfahren zur Kreisberechnung und zur Zahl n findet man in
Mathematik Gestern und heute: Historische Verfahren zeitgemaR aufbereitet
Kohl-Verlag (ISBN 978-3-96040-022-6):

Wie Archimedes rt bestimmte, Wie der Bischof von Brixen nt bestimmte,

Wie C. F. Gauld © bestimmte, Wie man zufallig auf 1 kommt,

Wie der Prediger John Wallis © bestimmte, Die Kreiszahl n im Laufe von
Jahrhunderten, Zur Quadratur des Kreises.
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DiI1E BERECHNUNG DER KREISFLACHE

LAUFZETTEL

NAME:
Stations- erfolgreich Deine Meinung und Bemerkungen
nummer bearbeitet? zu dieser Station
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! Parcours 1

BERECHNUNG DER KREISFLACHE UBER
»UMBESCHRIEBENE« RECHTECKE

Suche dir einen Partner oder eine Partnerin!

I. Beschreibung:

An dieser Station lernt ihr eine Naherungsmethode kennen, bei der man
»umbeschriebene« Rechtecke benutzt, um die Flachenformel fur den Kreis
zu erarbeiten. Um es etwas einfacher zu machen, arbeitet ihr zuerst nur an
einem Viertelkreis (siehe Zeichnung).

Vorbemerkung: Wenn du schon Parcours 2 erfolgreich bearbeitet hast, wird
Parcours 1 ein geistiger Spaziergang sein. Dazu solltest du die Zeichnungen
von Parcours 1 und 2 genau ansehen, am besten nebeneinander.

Dir wird einiges auffallen!

I1. Materialliste:
entfallt

II1. Arbeitsanweisungen:
1. Du musst zuerst die Flachen der Rechtecke A, A,, ... , A,, berechnen.

Formelfiirden
Flacheninhaltdes Rechtecks

ARechteck =

2. Dazu brauchst du die beiden Seiten
r

a=1p
b=V, Yo Yar oo s Yo
Die Lange von y, ist klar. y, = (kann man ablesen)

3. Als Beispiel werde ich dir einen Wert y mit n = 3 vorrechnen, damit es nicht so
schwer ist. y, brauchst du zur Berechnung von A,.
Die anderen y-Werte kannst du dann selber berechnen.
Eine Hilfe ist schon eingezeichnet, der Radius r.
Zur Berechnung von y, (und fur die anderen y auch) brauchst
du den Satz des ............... (1. Hilfe?).

4. Suche in der Zeichnung die drei charakteristischen Seiten fiir dieses
Dreieck (2. Hilfe?) und setze sie in die Gleichung fur den Satz des ......... ein.

Seite 10
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