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Lineare Algebra: Lineare Gleichungssysteme und
Matrizen

Im Unterricht der Oberstufe fuhren Fragestellungen in der
Analytischen Geometrie héaufig auf das Ldsen von linearen
Gleichungssystemen. Dieses Material bietet Schiilerinnen und
Schillern der gymnasialen Oberstufe eine breite Einfihrung in
das Losen von linearen Gleichungssystemen anhand des GauR-
Algorithmus sowie Uber inverse Matrizen. Zahlreiche
Ubungsaufgaben bieten die Mdoglichkeit, das Gelernte zu
festigen und zu vertiefen.

Exemplarische Einflihrung in das Thema und 6 mehrteilige
Aufgaben mit ausfuhrlichen Musterlésungen zur Anwendung
des Gaul3-Algorithmus, unterbestimmten Gleichungssystemen,
Gleichungssysteme mit Formvariablen, Inverse Matrizen.

e Ca. 19 Seiten, GroR3e ca. 5,4 MByte

SCHOOL-SCOUT ¢ Der personliche Schulservice
Internet: http://www.School-Scout.de
E-Mail: info@School-Scout.de

SCHOOL-SCOUT ¢ Der personliche Schulservice

E-Mail: info@School-Scout.de ¢ Internet: http://www.School-Scout.de ¢+ Fax: 02501/26048

Linckensstr. 187 ¢ 48165 Munster


mailto:info@School-Scout.de
Michael
Stempel


SCHOOL-SCOUT ¢Lineare Algebra: Lineare Gleichungssysteme und Matrizen Seite 2 von 19

L6sen linearer Gleichungssysteme mit Hilfe von Matrizen

Der Gaul3-Algorithmus

Betrachten wir folgendes Gleichungssystem mit drei Unbekannten:

2xy + x, + x5 = 7
X, — x; = -1
4x, = 12

Dieses lineare Gleichungssystem (kurz: LGS) waére sehr leicht Iésbar, da in der dritten Zeile
nur eine Unbekannte vorkommt, die wir leicht berechnen kdnnen: 4x; = 12 < x5 = 3. Diese
Losung konnen wir in die zweite Gleichung einsetzen und so x, berechnen:

Xy =3
Xy —x;=—-1 — x,—3=-1 = x,=2.

Die beiden Ergebnisse wiederum kdnnen wir in die erste Zeile einsetzen, in der alle drei
Variablen auftauchen und so die verbleibende Unbekannte berechnen:

2xytx,tx, =7 —— 20, +3+2=7 & 2x,=2 & x;=1

Xg= =2
Das Gleichungssystem hat somit die Losung L = {(x,,x,, x3)x, = 1,x, = 2,x; = 3}

Die Form, in der das obige lineare Gleichungssystem vorliegt, nennen wir ,untere
Dreiecksgestalt™. Hiermit ist gemeint, dass man eine Gleichung besitzt, in der alle
Unbekannten auftauchen (hier: 3) und danach nur noch Gleichungen, in denen jeweils eine
Unbekannte weniger steht, das bedeutet im obigen Fall, dass die zweite Gleichung nur noch 2
Unbekannte enthalt und die dritte Gleichung nur noch eine. Liegt diese Dreiecksgestalt vor, so
kénnen wir sukzessiv das System von unten nach oben durch Einsetzen Idsen, wie im Beispiel
beschrieben.

In der Regel liegen lineare Gleichungssysteme allerdings nicht in dieser speziellen Form vor.
Betrachten wir als Beispiel das LGS

22y + x, — 2x5 = 1
x, + 2x, + x3 = 2

Hier sind in allen drei Gleichungen alle drei Unbekannten enthalten. Mit Hilfe des
sogenannten GauB-Algorithmus konnen wir durch ein einfaches Verfahren jedes
Gleichungssystem, wenn es denn Idsbar ist, in die untere Dreiecksgestalt Gberfiihren.

Der Gaul3-Algorithmus ist nichts Anderes als das systematische Anwenden des Ihnen
bekannten Additionsverfahrens zum Lo6sen linearer Gleichungssysteme aus der Mittelstufe,
das heift, Sie kdnnen auch hier

o Zeilen beliebig vertauschen
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e Zeilen mit festen reellen Zahlen multiplizieren

e Beliebige Vielfache zweier Zeilen miteinander addieren oder subtrahieren.

Zur Vereinfachung und zum Sparen von Schreibarbeit schreiben wir das Gleichungssystem in
der sogenannten ,,erweiterten Koeffizientenmatrix®, das bedeutet, wir schreiben das System
als Matrix und lassen hierbei einfach die Unbekannten weg. Das obige System wird damit zu:

2 -3 1|8
2 1 =Z|1|
1

1 2 1
Das Verfahren des Gaul3-Algorithmus sieht im Einzelnen wie folgt aus:

1. Die erste Zeile belassen wir so, wie sie angegeben ist. Sie sollte alle drei Unbekannten
enthalten (wie im zuvor durchgerechneten Beispiel). Sollte das nicht der Fall sein, so
kdnnen Sie die Zeilen tauschen.

2. Im ersten Schritt addieren wir zu den Zeilen 2 und 3 geeignete Vielfache von Zeile 1,
sodass die Unbekannte x, herausfallt, das bedeutet, dass die erste Spalte von Zeile 2
und 3 jeweils 0 wird.

3. Im zweiten Schritt wiederholen wir das Verfahren so, dass in der 3. Zeile die
Unbekannte x, herausfallt. Hierzu addieren wir geeignete Vielfache von Zeile 2 zu
Zeile 3. Wirden Sie hierzu die 1. Zeile nutzen, so wirde unser vorheriger Schritt
sinnlos sein, denn dann hatten Sie wieder die Unbekannte x; im Spiel.

4. Nun liegt das LGS in unterer Dreiecksgestalt vor. Sie kénnen ausgehend von Variable
x4 das System durch Einsetzen in Zeile 2 und 1 auflsen.

Wir werden die 4 Schritte nun an dem angegebenen Beispiel durchfiihren:
1. Dies ist erflllt, die 1. Zeile enthélt alle drei Unbekannten.

2. Um in der zweiten Zeile den Eintrag ,,2* zu beseitigen, subtrahieren wir Zeile 1 und 2:

2 -3 1|8\ ,, /2 -3 1|8
2 1 -2(1] = [0 -4 3|7/
1

1 2 111 1 2 1
Wir eliminieren in der dritten Zeile den ersten Eintrag, indem wir von Zeile 1 das
Zweifache von Zeile 3 subtrahieren:
8
7|
6

2 2 7301
|0 —4 3
Nun ist der erste Eintrag in den beiden unteren Zeilen jeweils 0, wie gewiinscht.

o -7 -1
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